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Rekurze

Funkci &i procedura, kterd vold sama sebe

Existuje i nepfima rekurze, ve které se rekurzivni krok mize
provést aZ po nékolika zavolani jinych funkci

Vétsina rekurzivnich algoritmi lze zapsat linedrnim zplsobem

Rekurze je jadro funkciondlniho programovani
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Rekurentni rovnice

0, pron=20
F(n) =41, pron=1
F(n—1)+F(n—2), pron > 2

Fibonacciho &islo
1 —
F(n) = , pron=20
nxF(n—1) pron >0
Faktorial
0, =0
T(n) = pro n
2%« T(n—1)41, pron >0

Polet nutnych pfemisténi p¥i presunu Hanojské véze
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Koncova rekurze

Koncova rekurze je takova rekurze, ve které je jako poslednfi
instrukce rekurzivni voldni sama sebe

Posledni instrukce musi byt doopravdy pouze jedno zavolani funkce

Typicka implementace Fibonacciho &isla neni koncova rekurze,
protoZe posledni instrukci je soulet dvou &isel



Fibonacciho ¢&islo

#include <stdio.h>

unsigned long long fib(int n) {
if (n < 2) return n;
return fib(n-1) + fib(n-2);
}

int main () {
printf ("%1lul\n", fib(45));



Fibonacciho ¢&islo

#include <stdio.h>

unsigned long long fib(int n) {
if (n < 2) return n;
return fib(n-1) + fib(n-2);
}

int main () {
printf ("%1lul\n", fib(45));

Casova naronost
time ./fib
real Om3.019s



Fibonacciho ¢&islo - koncova rekurze

#include <stdio.h>

unsigned long long fib_tail(int a, int b, int n) {
if (n == 0) return a;
return fib_tail(b, a+b, n-1);

}

unsigned long long fib(int n) {
return fib_tail (0, 1, n);
}

int main () {
printf ("%1lul\n", fib(45));
}



Fibonacciho ¢&islo - koncova rekurze

#include <stdio.h>

unsigned long long fib_tail(int a, int b, int n) {
if (n == 0) return a;
return fib_tail(b, a+b, n-1);

}

unsigned long long fib(int n) {
return fib_tail (0, 1, n);
}

int main () {
printf ("%1lul\n", fib(45));
}

Casova naronost
time . /fib-tail
real 0Om0.022s
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Koncova rekurze a stack

P¥i provadéni koncové rekurze mize byt pivodni stack frame
prepouZit

Pouze se zméni registry na hodnoty nové pfedanych parametri
a skoti se na zatatek piivodniho ramce
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Rozdé&l a panuj

Programovaci paradigma, které rozdéluje problém na né&kolik
mensich podproblémi, které uz je jednodussi vyresit

Povahové to byvaji rekurzivni algoritmy

Zarovefi je nutné do Casové sloZitosti zakomponovat reZii pro
spojeni vysledkd podproblemi
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Merge sort

® Rozdé&li nesefazenou
mnoZinu dat na dvé
podmnoZziny o p¥iblizné
stejné velikosti

® Sefadi ob& podmnoZiny

® Spoji sefazené podmnoZiny
do jedné sefazené mnoZiny


https://cs.wikipedia.org/wiki/%C5%98azen%C3%AD_slu%C4%8Dov%C3%A1n%C3%ADm

Merge sort

® Rozdéli nesefazenou [se]27] ]3] o[s2] 0]
mnozinu dat na dvé&
podmnoZziny o p¥iblizné
stejné velikosti 38
E
® Sefadi ob& podmnoZiny
27

Spoji sefazené podmnoZiny
do jedné sefazené mnoZiny

Spelaff]

[ Wikipedia ]


https://cs.wikipedia.org/wiki/%C5%98azen%C3%AD_slu%C4%8Dov%C3%A1n%C3%ADm

Odvozeni asymptotické sloZitosti

Master theorem

n

T(n) = aT (b) + f(n)


https://cs.wikipedia.org/wiki/Master_theorem

Odvozeni asymptotické sloZitosti

Master theorem
T(n)=aT () +f(n)
P¥ipad 1:

f(n)=0 (nl"g"(a)_e) = T(n)=0© (nl"g"(a))
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Odvozeni asymptotické sloZitosti
Master theorem
T(n)=aT () +f(n)
P¥ipad 1:
f(n)=0 <n/0gb(3)—€) — T(n) =06 (nlogb(a))
P¥ipad 2:

f(n) = © (nlogb(a)> — T(n)=0© (n/Ogb(a)/og(n)>


https://cs.wikipedia.org/wiki/Master_theorem

Odvozeni asymptotické sloZitosti

Master theorem

T(n)=aT () +f(n)
P¥ipad 1:

f(n)=0 <n/0gb(3)—€) — T(n) =06 (nlogb(a))
P¥ipad 2:
f(n)=© (nlogb(3)> — T()=© (n/ogb(a)log(n)>
P¥ipad 3:
f(n)=Q (nlogb(a)+6> o T(n) = O (F(n))

[ Wikipedia ]


https://cs.wikipedia.org/wiki/Master_theorem

Merge sort - odvozeni asymptotické slozitosti

Jakou asymptotickou sloZitost ma tedy merge sort?
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Nasobeni dvou ¢&isel

Mé&jme dvé n-cifernd &isla x a y, kterd chceme vyndsobit
n je mocnina dvou
Obé &isla rozdélime na hornich 3 a dolnich 7 cifer
n
x = xy - 102 4+ xq,
n
y=yu-102 +y,
Vysledny soudin x - y dvou n-cifernych &isel x a y pak mizeme

poskladat ze 4 soucinii 5 cifernych &isel:

X-y=xy-yu-10"+ (xu -y +x0-yu)- 102 + x. -y



Nasobeni dvou Cisel
Mé&jme dvé n-cifernd &isla x a y, kterd chceme vyndsobit
n je mocnina dvou
Obé &isla rozdélime na hornich 3 a dolnich 7 cifer
X =Xy - 102 + X,
y=yu-102 +y,
Vysledny soudin x - y dvou n-cifernych &isel x a y pak mizeme
poskladat ze 4 soucinii 5 cifernych &isel:
x-y=xu-yu-10"+ (xu-yr+x-yu) 102 +x.-y1

Jakou asymptotickou sloZitost ma tedy tento styl ndsobeni?
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Vylepgeni pfedchoziho snimku

xu-yL+xe-yu=xvu+x) - (Yyu+yL) —xu-yu—xr-yL

Dikaz

xu-yr+xe-yu=xu+x) (Yu+y)—xvu-yu—x-y
=Xy YutXu-YL+XL-Yu+XL-YyL—Xu-Yu— XL YL
=Xy YL+Xe-yut+tXxe-yL—Xxo-yo



Karacubovo nasobeni

Vylepgeni pfedchoziho snimku

xu-yL+xe-yu=xvu+x) - (Yyu+yL) —xu-yu—xr-yL

Dikaz

xu-yr+xeyu=(xu+x) (Yu+y) —xu-yu—xy
=Xy YUt Xy YyLtXLYutXeeYL—Xu-yu — XL YL
=XYYL XL YU T XL YL — XLt YL
=Xy YL+ XL Yu



Karacubovo nasobeni

Mame tedy ndsobeni pomoci této rovnice

x-y=xy-yu-10"+ (xu-yL +x0-yu)-102 +x. -y

ve které miizeme pouzit predchozi vylepseni

xu-yr+xe-yu=xu+x) (Yyu+y)—xv-yu—Xx yo
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Karacubovo nasobeni

Mame tedy ndsobeni pomoci této rovnice
X y=xu-yu-10"+ (xu-yL +xyu) 102 +x. - y1

ve které miizeme pouzit predchozi vylepseni

xu-yr+xe-yu=xu+x) (Yyu+y)—xv-yu—Xx yo

Tedy

x-y=xy-yu-10"+ (xu-yL+x.-yu) 102 +x - y1
=xy-yu-10"+((xu +x) - (v +y) —xu-yu —x-y) - 102 + x;

YL



Karacubovo nasobeni

x-y=xy-yu-10"+ (xu-yL+xi-yy) 102 +x. - y1
=xu-yu- 10"+ ((xu +x0) - (yu+y) —xu-yu —xi-y) 102 +x. - y1

Jaké a kolik operace se vyskytuji v prvnim vzorci?
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Karacubovo nasobeni

x-y=xy-yu- 10"+ (xu -y +xi-yu) 102 +x. -y
=xu-yu- 10"+ ((xu +x0) - (yu+y) —xu-yu —xi-y) 102 +x. - y1

Jaké a kolik operace se vyskytuji v prvnim vzorci?
Vime, %e asymptoticka sloZitost tohoto algoritmu je O(n?)
Jaké a kolik operace se vyskytuji v prvnim vzorci?

Jakou asymptotickou sloZitost ma tedy Karacubovo nasobeni?
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