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Rekurze

Funkci či procedura, která volá sama sebe

Existuje i nep̌ŕımá rekurze, ve které se rekurzivńı krok může
provést až po několika zavoláńı jiných funkćı

Věťsina rekurzivńıch algoritmů lze zapsat lineárńım způsobem

Rekurze je jádro funkcionálńıho programováńı
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Rekurze a stack



Rekurentńı rovnice

F(n) =


0, pro n = 0

1, pro n = 1

F(n − 1) + F(n − 2), pro n ≥ 2

Fibonacciho č́ıslo

F(n) =

{
1, pro n = 0

n ∗ F(n − 1) pro n > 0

Faktoriál

T(n) =

{
0, pro n = 0

2 ∗ T(n − 1) + 1, pro n > 0

Počet nutných p̌reḿıstěńı p̌ri p̌resunu Hanojské věze
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Výpis spojového seznamu od konce



Koncová rekurze

Koncová rekurze je taková rekurze, ve které je jako posledńı
instrukce rekurzivńı voláńı sama sebe

Posledńı instrukce muśı být doopravdy pouze jedno zavoláńı funkce

Typická implementace Fibonacciho č́ısla neńı koncová rekurze,
protože posledńı instrukćı je součet dvou č́ısel
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instrukce rekurzivńı voláńı sama sebe
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Fibonacciho č́ıslo

#include <stdio.h>

unsigned long long fib(int n) {
if (n < 2) return n;
return fib(n-1) + fib(n-2);

}

int main () {
printf("%llu\n", fib (45));

}

Časová náročnost
time ./fib
real 0m3.019s
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Fibonacciho č́ıslo - koncová rekurze

#include <stdio.h>

unsigned long long fib_tail(int a, int b, int n) {
if (n == 0) return a;
return fib_tail(b, a+b, n-1);

}

unsigned long long fib(int n) {
return fib_tail(0, 1, n);

}

int main () {
printf("%llu\n", fib (45));

}

Časová náročnost
time ./fib-tail
real 0m0.022s
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#include <stdio.h>

unsigned long long fib_tail(int a, int b, int n) {
if (n == 0) return a;
return fib_tail(b, a+b, n-1);

}

unsigned long long fib(int n) {
return fib_tail(0, 1, n);

}

int main () {
printf("%llu\n", fib (45));

}
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Koncová rekurze a stack

Při prováděńı koncové rekurze může být původńı stack frame
p̌repoužit

Pouze se změńı registry na hodnoty nově p̌redaných parametr̊u
a skoč́ı se na začátek původńıho rámce
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Rozděl a panuj

Programovaćı paradigma, které rozděluje problém na několik
menš́ıch podproblémů, které už je jednoduš̌śı vy̌rešit

Povahově to bývaj́ı rekurzivńı algoritmy

Zároveň je nutné do časové složitosti zakomponovat režii pro
spojeńı výsledk̊u podproblemů
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Merge sort

• Rozděĺı nesěrazenou
množinu dat na dvě
podmnožiny o p̌ribližně
stejné velikosti

• Sěrad́ı obě podmnožiny

• Spoj́ı sěrazené podmnožiny
do jedné sěrazené množiny

[ Wikipedia ]

https://cs.wikipedia.org/wiki/%C5%98azen%C3%AD_slu%C4%8Dov%C3%A1n%C3%ADm
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do jedné sěrazené množiny
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Odvozeńı asymptotické složitosti

Master theorem

T (n) = aT
(n
b

)
+ f (n)

Př́ıpad 1:

f (n) = O
(
nlogb(a)−ϵ

)
=⇒ T (n) = Θ

(
nlogb(a)

)
Př́ıpad 2:

f (n) = Θ
(
nlogb(a)

)
=⇒ T (n) = Θ

(
nlogb(a)log(n)

)
Př́ıpad 3:

f (n) = Ω
(
nlogb(a)+ϵ

)
=⇒ T (n) = Θ (f (n))

[ Wikipedia ]

https://cs.wikipedia.org/wiki/Master_theorem
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Př́ıpad 2:

f (n) = Θ
(
nlogb(a)

)
=⇒ T (n) = Θ

(
nlogb(a)log(n)

)
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Merge sort - odvozeńı asymptotické složitosti

Jakou asymptotickou složitost má tedy merge sort?



Násobeńı dvou č́ısel

Mějme dvě n-ciferná č́ısla x a y , která chceme vynásobit
n je mocnina dvou
Obě č́ısla rozděĺıme na horńıch n

2 a dolńıch n
2 cifer

x = xU · 10
n
2 + xL,

y = yU · 10
n
2 + yL,

Výsledný součin x · y dvou n-ciferných č́ısel x a y pak můžeme
poskládat ze 4 součinů n

2 ciferných č́ısel:

x · y = xU · yU · 10n + (xU · yL + xL · yU) · 10
n
2 + xL · yL

Jakou asymptotickou složitost má tedy tento styl násobeńı?
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Karacubovo násobeńı

Vylepšeńı p̌redchoźıho sńımku

xU · yL + xL · yU = (xU + xL) · (yU + yL)− xU · yU − xL · yL

Důkaz

xU · yL + xL · yU = (xU + xL) · (yU + yL)− xU · yU − xL · yL
= xU · yU + xU · yL + xL · yU + xL · yL − xU · yU − xL · yL
= xU · yL + xL · yU + xL · yL − xL · yL
= xU · yL + xL · yU
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Karacubovo násobeńı

Máme tedy násobeńı pomoćı této rovnice

x · y = xU · yU · 10n + (xU · yL + xL · yU) · 10
n
2 + xL · yL

ve které můžeme použ́ıt p̌redchoźı vylepšeńı

xU · yL + xL · yU = (xU + xL) · (yU + yL)− xU · yU − xL · yL

Tedy

x · y = xU · yU · 10n + (xU · yL + xL · yU) · 10
n
2 + xL · yL

= xU · yU · 10n + ((xU + xL) · (yU + yL)− xU · yU − xL · yL) · 10
n
2 + xL · yL
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Jaké a kolik operace se vyskytuj́ı v prvńım vzorci?
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